ASSIGNATURA: FISICA DE L’ESTAT SOLID
DATA: 29 de gener de 2024 (mati)

Cal fer els problemes en fulls separats i posar nom i cognoms a tots els fulls.
Només es pot fer servir calculadora, formulari i manual de férmules i taules (Schaum).

A.1. (2,5 punts) A la figura adjunta es representa l'estructura cristal-lina de 'americi, en que la base del
poliedre és un paral-lelogram de costat a i angle agut de 60°, i ’aresta de les cares laterals és c.

(a) Digues quina és la xarxa de Bravais i dona un conjunt adient de vectors primitius, referits a un
sistema d’eixos cartesians.

(b) Dona una base atomica adient, indicant els vectors posicié dels atoms en termes dels vectors
primitius.

(¢) Dona l'expressié general del factor d’estructura en termes dels indexs de Miller (hkl). (Nota:
No s’han de discutir extincions sistematiques.)

(d) Calcula el valor del factor d’estructura per a la familia de plans (100).

(e) Calcula els valors del factor d’estructura per a les families de plans (001), (002), (003) i (004).

(f) Dona raonadament la multiplicitat dels pics que s’obtindrien en un experiment de difraccié per a
les families de plans (100) i (004) i calcula el quocient de les intensitats corresponents, suposant
que el factor de forma atomic és constant i no depen de ’angle de difraccid.

\/%(therihk)Jr(al)z .

c

Nota: l’espaiat d’una familia de plans qualsevol d’aquesta xarxa de Bravais és d =

A.2. (2,5 punts) Considera una cadena lineal de longitud L i parametre de xarxa a = 1 A, formada per N
atoms de massa M. En aquesta xarxa es donen interaccions a primers i segons veins amb constants
d’acoblament A i B, respectivament, essent nul-les les constants d’acoblament a veins d’ordre superior.

(a) Demostra que la relacié de dispersié ve donada per I'expressi6

w(k) = \/ % (A[1 — cos(ka)] + B[l — cos(2ka)]}.

(b) Dona 'expressié de la velocitat de propagacié del so, vg,.
(¢) Dona l'expressi6 de la freqiiencia maxima d’oscil-lacid, wpax.
(d) Es fa un experiment de dispersié inelastica de neutrons amb aquest cristall, en que el neutrd
incident té una longitud d’ona A\g = 3’50 A i el neutré dispersat té una longitud d’ona A\; < Ao:
(i) Justifica per que existeix un valor minim per a la longitud d’ona del neutré dispersat en
aquest experiment.
(il) Siaquest valor minim és \; = 2'20 A, sabent que la massa del neutré en repods és M,, ~ 1/675x
10727 kg, h ~ 1,055 x 10734 J-s i la velocitat del so en aquesta xarxa és vy, = 1000 m/s,
determina el quocient B/A.



ASSIGNATURA: FISICA DE L’ESTAT SOLID
DATA: 29 de gener de 2024 (mati)

Cal fer els problemes en fulls separats i posar nom i cognoms a tots els fulls.
Només es pot fer servir calculadora, formulari i manual de férmules i taules (Schaum).

B.1. (2,5 punts)

(a) (2,0 punts) Considera un metall unidimensional de longitud L, amb N cel-les primitives i constant
de xarxa a, amb una unica banda d’energies monoelectroniques

n* a 7r

en que cada cella primitiva aporta un electro:

(i) Determina el vector d’ona de Fermi, kp, i 'energia de Fermi, Er.

)
(ii) Dona la velocitat dels electrons en funcié de k.
(iii) Troba la massa efectiva dels electrons en funcié de k.
)

(iv) Demostra que el valor de la densitat d’estats D(F) corresponent a l’energia de Fermi és

16 Na?m

DiEr) = = 5

(b) (0,5 punts) (Qiiestié conceptual curta) Considera un material que cristal-litza en una xarxa de
Bravais tridimensional qualsevol amb base monoatomica. Raona quins poden ser els comporta-
ments electrics en cadascun dels dos casos segilients:

(i) Atoms monovalents.

(ii) Atoms divalents.

B.2. (2,5 punts) Un solid bidimensional de base monoatomica esta format per atoms de valencia 2 situats
en els nusos d’una xarxa de Bravais quadrada, de parametre de xarxa a.

(a) En el model de xarxa buida:
i) Calcula el vector d’ona de Fermi, kp, i compara’l amb les dimensions caracteristiques de la
i) Calcula el vector d’ de Fermi, kp, i 'l amb les di i teristi de 1
primera zona de Brillouin: kx = T (centre d'un costat) i kyy = Z(Z + 9) (vertex).
(ii) Troba lenergia de Fermi, Ep.
(iii) Dona ’expressié general de les bandes d’energia en els punts X i M.
(iv) Justifica la degeneracié de la primera banda d’energia en cadascun d’aquests punts.
(b) En el model d’electrons feblement lligats i considerant que el desenvolupament en seérie d’ones

planes del potencial és tal que Uz = U (U < EF) per als vectors no nuls més curts de la xarxa
reciproca i Uz = 0 per a la resta:

(i) Determina si el potencial trenca la degeneraci6 en els punts X i M i troba els nous valors de
I’energia en aquests punts.

(ii) Raona si el solid és un conductor o un aillant.
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(2,5 punts) A la figura adjunta es representa estructura cristal-lina de ’americi, en que la
base del poliedre és un paral-lelogram de costat a i angle agut de 60°, i I’aresta de les cares
laterals és c.

Nota: I'espaiat d’una familia de plans qualsevol d’aquesta xarxa de Bravais és

a

VA (82 k2~ hk) 4 (<)

c

d =

(a) (0,3 punts) Digues quina és la xarxa de Bravais i dona un conjunt adient de vectors
primitius, referits a un sistema d’eixos cartesians.

Solucié: La figura que es presenta a I’enunciat és la cel-la primitiva de 'americi, la
base de la qual té tots els costats iguals, els quals formen angles de 60° dos a dos. A
banda, aquesta figura es repeteix al llarg de la direccié perpendicular. Per definicid,
aquesta cel-la correspon a una xarxa hexagonal (3D). Un possible conjunt de vectors
primitius d’aquesta xarxa és el segiient:

a
@ = ai, 3:5(:&+¢§g), a3 = c2

(b) (0,4 punts) Dona una base atomica adient, indicant els vectors posicié dels atoms en
termes dels vectors primitius.

Solucioé: La base atomica esta formada per quatre atoms iguals situats a les segiients

posicions:

— (_]" — ]-—» — 1(—»+—»)+]——» — 2(—»+—»)+3—»

T = Ty = —a r3=—(dy+d —-a =—(d,+a —a

1 ) 2 9 3 3 3 1 2 4 3 4 3 1 2 4 3
Alternativament, el quart atom es pot considerar que es troba situat en 7y = —773, una

descripcio que pot resultar més comoda a 1’hora de calcular el factor d’estructura.




Fisica de 'Estat Solid: Prova de Sintesi - Solucions Problema Al 29 de gener de 2024

(¢) (0,6 punts) Dona l'expressié general del factor d’estructura en termes dels indexs de
Miller (h k). (Nota: No s’han de discutir extincions sistematiques.)

Solucié: L’expressio general del factor d’estructura és

Sa = Z frexp(—iG - 7)),

on 7; son els vectors de la base atomica i G és un vector qualsevol de la xarxa
reciproca que, per tant, es pot expressar en termes dels vectors primitius d’aquesta
xarxa mitjancant els indexs de Miller com G = hb; + kbs + 1bs.

Emprant les expressions donades per als vectors 7; a ’apartat anterior, tenint en
compte la propietat a; -b; = 2md;;, i prenent el mateix factor de forma atomic per als
quatre atoms de la base, ja que sén tots iguals, el factor d’estructura es pot escriure
com

Spia = f{1 + exp (—inl) + exp [—im(2(h + k) + L)] + exp [in(2(h + k) + L)},
que es pot arreglar perque quedi com

Shi = f{1 + exp (—iwl) + 2 cos [m(2(h + k) + )]}

(d) (0,2 punts) Calcula el valor del factor d’estructura per a la familia de plans (100).

Solucio: Substituint els valors dels indexs a I'expressi6 general del factor d’estructura
assolida a l'apartat anterior, tenim el segiient valor:

Slong(1+1+2COS2?ﬂ—) :f

(e) (0,4 punts) Calcula els valors del factor d’estructura per a les families de plans (00 1),
(002), (003) i (004).

Solucié: Substituint els valors dels indexs a I’expressié general del factor d’estructura
assolida abans, tenim els segiients valors:

SOOlzf(l—l—FQCOS%) = 0.
Soo2 = f(1+142cosm)=0.
Soong(1—1+2C08377r) = 0.

5004 = f(1+1+2C0827T) :4f
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(f) (0,6 punts) Dona raonadament la multiplicitat dels pics que s’obtindrien en un experi-
ment de difraccié per a les families de plans (100) i (004) i calcula el quocient de les
intensitats corresponents, suposant que el factor de forma atomic és constant i no depen
de I'angle de difracci6.

Solucié: Al pic de difraccié de la familia (100) contribuiran també les families
(100), (010), (010), (110) i (110), ja que totes tenen el mateix espaiat (d =
av/3 /2), d’acord amb l'expressié general de 1'espaiat donada a I’enunciat.

Ara bé, no hi contribuiran les families (001) i (001), ja que el seu espaiat (d = c) és
diferent de I'espaiat d’aquelles que originen aquest pic. Tampoc hi contribuiran les
families (110), (110) o aquelles en que el 0 canvia de posicié i, per tant, el tercer
index passa a ser no nul, ja que 'espaiat de totes aquestes families és diferent de
I’espaiat esmentat abans per a la familia (100) i equivalents (d = av/3/2).

Si es calcula el factor d’estructura per a les families (110) i (110) es pot veure que
S110 = S100 = f. Per tant, podem dir que la multiplicitat d’aquest pic és Migy = 6.

Al pic de difraccié de la familia (004) només hi contribuiran aquesta familia i la
familia (004), ja que totes dues tenen el mateix espaiat (d = c¢/4), d’acord amb
I’expressio general de 'espaiat donada a I’enunciat.

Ara bé, les families en que I'index no nul és el primer o el segon no contribuiran a
aquest pic, ja que el seu espaiat (d = av/3/8) és diferent de l'espaiat de les families
(004) 1 (004).

Per tant, podem dir que la multiplicitat d’aquest pic és My = 2.

Tenint en compte que la intensitat d’un pic és proporcional al producte de la mul-
tiplicitat pel quadrat del modul del factor d’estructura, podem calcular el quocient
d’intensitats com

Toos ~ Moos 15004\2 o 2(4f)2 16

[100 B MlOO ’5100‘2 B 6f2 B 3 ‘
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(2,5 punts) Considera una cadena lineal de longitud L i parametre de xarxa a = 1 A, formada
per N atoms de massa M. En aquesta xarxa es donen interaccions a primers i segons veins
amb constants d’acoblament A i B, respectivament, essent nul-les les constants d’acoblament
a veins d’ordre superior.

(a) (0,5 punts) Demostra que la relacié de dispersié ve donada per 'expressi6

w(k) = \/% {A[1 — cos(ka)] + B[l — cos(2ka)]} .

Solucié: Plantegem l’equacié del moviment per al desplacament respecte a la posicié
d’equilibri de I'atom a la cel-la s:

0%u

M
ot?

= A(us—i—l + Us—1 — 2“5) + B(us+2 + Us—o — 2“’8)

Assagem solucions de lestil us = ug exp [i(ksa — wt)]:

—M(JJ2 — A(eik’a + e—ika - 2) 4 B<€i2ka 4 e—i2ka o 2)

Emprem la férmula d’Euler per reescriure aquesta equacié com

—Mw?* = A[2cos (ka) — 2] + B[2cos (2ka) — 2]

Finalment, ailllem la freqiiencia per assolir la relacié de dispersio:

w(k) = \/%{A [1 — cos(ka)] + B[1 — cos(2ka)] }*/*

(b) (0,5 punts) Dona I’expressié de la velocitat de propagacié del so, vg,.

Solucié: La velocitat de propagacié del so és la velocitat de grup de les ones
elastiques en el limit de longituds d’ona llargues, és a dir, per a kK — 0.

Calculem primer, doncs, la velocitat de grup:

dw  a Asin (ka) 4+ 2B sin (2ka)
dk — /2M {A[1 = cos(ka)] + B[l — cos(2ka)]}*/?

’Ug:

I ara aproximem les funcions trigonometriques pels primers termes dels seus desen-
volupaments de Taylor:
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sinf ~0 | 0059:1—%02

a A(ka) + 2B(2ka) e —a A+4B
so T M

Vgo = lim v, =

o0 ' V2M [A(ka)? + B(2ka)?]?

Alternativament, primer es pot aproximar la relacié de dispersi6 en el limit k— 0,
fent servir el desenvolupament de Taylor del cosinus:

. 1/2
w(k = 0) =~ \/% [g(lm)2 - g(%a)z] ~ (ka2 LZLB

Derivant respecte a k, assolim la velocitat del so:

A+4B
M

Vso — @

(c) (0,5 punts) Dona 'expressi6 de la freqiiencia maxima d’oscil-lacid, wmax-

Solucié: El valor de la freqiiencia maxima d’oscil-lacio es troba a la frontera de la
primera zona de Brillouin, ja que la relacié de dispersié és una funcié creixent dins
d’aquest interval.

Per tant,

Winax = W (g) = \/% {A[l — cos(m)] + B[l — cos(27)|}

A
= max:2 -
“ V 1

Nota: Podem deduir de manera més precisa que el maxim de la relacié de dispersio
es troba en k = mw/a, derivant w(k):

dv _a |2 Asin(ka) + 2B sin(2ka)
dk 2 \/;{A [1 — cos(ka)] + B[1 — cos(2ka)]}*/?

d
ﬁ = 0 = Asin(ka) + 4B sin(ka) cos(ka) = 0
: sin(ka) =0
sin(ka) [A + 4B cos(ka)] = 0 = {
cos(ka) = — 24

L’equacié sin(ka) = 0 té dues solucions possibles a la primera zona de Brillouin:
k=0o0k="7Z Enelprimer cas, w(k = 0) = 0, de manera que no pot ser un maxim.
En el segon cas, w(k = 7) # 0, de manera que ens quedarem amb aquesta solucié.
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Perque la segona equacié tingui solucid, cal que & < 1. Aixo voldria dir que
la interaccié a segons veins, B, hauria de ser, com a minim, la quarta part de la
interaccié a primers veins, A: B > %. Aixo té molt poc sentit fisic, ja que les
interaccions a primers veins acostumen a ser molt més intenses que les interaccions a
segons veins (per aixo s’acostumen a descartar). Per tant, considerarem que aquesta

solucié no té sentit en el context del problema.

(d) Es fa un experiment de dispersié inelastica de neutrons amb aquest cristall, en que el
neutré incident té una longitud d’ona Ao = 3’50 A i el neutré dispersat té una longitud
d’ona A\ < Ag:

(i) (0,5 punts) Justifica per que existeix un valor minim per a la longitud d’ona del
neutré dispersat en aquest experiment.

Solucio: En ser Ay < Ag, el balang d’energies del procés dispersiu és

2m)2R* (1 1
hw=FE —FEy=-“"2" (= — =
A Y VAR G VR vl

on Ej és I'energia del neutré incident, E; és 'energia del neutré dispersat i hw
és 'energia del fono involucrat en el procés.

En aquest procés, el neutrd dispersat pot tenir un ventall de longituds d’ona que
depenen del valor concret de la freqiiencia del foné involucrat. Si considerem
el valor maxim, wpay, aleshores la longitud del neutrd dispersat, A\, assolira el
seu valor més petit possible:

1

)\1 min —
' 1 N 2M,,
Wmax
2 e

Qualsevol altre valor més petit de w donara un denominador més petit i, per
tant, un valor més gran per a la longitud d’ona A;.

(ii) (0,5 punts) Si aquest valor minim és \; = 2/20 A, sabent que la massa del neutré
en repods és M,, ~ 1675 x 10727 kg, h ~ 1,055 x 1073* J-s i la velocitat del so en
aquesta xarxa és vy, = 1000 m/s, determina el quocient B/A.

Solucié: A partir de la relacio

(2m)%R% [ 1 1
h max — ) )
“ oM, \ 2 N2

1,min
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substituint-hi les dades de l’enunciat, podem assolir el valor numeric de la
frequencia maxima:
Winax =~ 1’55 - 10" Hz

D’altra banda, a partir de les expressions obtingudes per a wpay 1 vso, podem
obtenir el quocient B/A:

v a [A+4B B 1|(/2 vy \°
Wax 2 A A 4 a Wimax

Substituint valor numerics, assolim

B 0166
1=

Es a dir, la interaccié a segons veins és aproximadament un 16’6 % de la inter-
accié a primers veins.

Nota: la soluci6 trobada permet confirmar I’argument que hem donat anterior-
ment per rebutjar la solucié % > (/25 com un possible maxim de la relacié de
dispersio.
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(a) (2,0 punts) Considera un metall unidimensional de longitud L, amb NN cel-les primitives
i constant de xarxa a, amb una unica banda d’energies monoelectroniques

2 2
R (= R
m T

21y

en que cada cel-la primitiva aporta un electro:

(i) (0,6 punts) Determina el vector d’ona de Fermi, kp, i ’energia de Fermi, Ep.

Solucié: Per trobar kr hem de considerar que en una dimensié tots els elec-
trons, ., es troben tancats en un segment de longitud 2kr, hem de tenir en

compte la degeneracié de I'espin, 2, i la densitat d’estats en ’espai de vectors

d’ona, %:
L N
N, =22kp)— — kp = ——=
(@hr)or = ke =775

Com que cada cel-la primitiva aporta un electrd, tenim

Ne 1
L a
Per tant,
T
kr = —
o 2a

L’energia de Fermi sera el valor de I'energia de la banda calculat en k& = kg:
R a? Y a? /w2
Ep = B(kp) = —k2 (1 — —&? :_<_> 1__<_>
F (kr) om" ¥ ( 272 F) 2m \2a 272 \2a
Arreglant ’expressio obtenim

T2 h?
Epr=—
F 64 m a?

(ii) (0,4 punts) Dona la velocitat dels electrons en funcié de k.

Solucio: L’expressio general de la velocitat dels electrons en una banda és

En un cas unidimensional, podem escriure directament

1dE
=5k
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En el nostre cas,

h a®

(iii) (0,4 punts) Troba la massa efectiva dels electrons en funcié de k.

Solucio: En una dimensiod, el tensor d’inversa de la massa efectiva esdevé un
escalar que es pot calcular simplement com
1 d’°E
m* R dk?
En el nostre cas,
1 1 3a?
=—(1- =k
m*  m 2
Per tant,
. m
o 3a2 k‘2

(iv) (0,6 punts) Demostra que el valor de la densitat d’estats D(E) corresponent a
I’energia de Fermi és
16Na*m

DEr) = =

Solucié: Per trobar la densitat d’estats, que té sentit a T" # 0, ara hem de
considerar que els electrons estan tancats en un segment de dimensié variable

donada per 2k:

L 2N
N(k) = 2(2k) - = Wak;

D’altra banda, com que resulta complicat aillar £ en termes d’E a partir de la
banda d’energia, farem el segiient:

dN  dN | dk dN/dk

dE ~ dk |dE ]dE /dk]|

D’una banda, calculem dN/dk:
dN(k)  2Na

dk T

D(E) =

D’altra banda, calculem dFE/dk:

dE  R? a?
— = k(1- =k
dk m ( 2 )
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Per tant,

w2k \0 72
Per trobar D(Er) només ens cal substituir kx = 7 en aquesta expressio:

2Nma a? 1 4ANma? a? /w2
D(Ep) =" (1—- = k2 :_1__< >
(Br) hkr ( 72 F) m2h? { 2 \2a }

2 -1
D(E) = 2Nma (1 a k2>

-1

El resultat de I'operacié que apareix entre claudators és 3/4 i, com que aquest
es troba en el denominador, aixo porta a I’expressié que dona ’enunciat:

16 Na’*m
DU = e

(b) (0,5 punts) (Qiiestié conceptual curta) Considera un material que cristal-litza en una
xarxa de Bravais tridimensional qualsevol amb base monoatomica. Raona quins poden
ser els comportaments electrics en cadascun dels dos casos seglients:

(i) (0,25 punts) Atoms monovalents.

Solucié: En qualsevol banda d’energia caben 2N electrons, on N és el nombre
de cel-les primitives de ’espai real. Per una altra part, en una xarxa de Bravais
tridimensional, la forma de les bandes depen de la forma concreta de les zones
de Brillouin. En concret, les bandes al llarg de diferents direccions poden
encavalcar-se i entrecreuar-se.

En el cas d’atoms monovalents, és a dir, amb un sol electrd de valencia per atom,
i amb una base monoatomica, hi ha la meitat dels estats ocupats, justament
N. Tenint en compte que la intensitat del potencial ionic normalment fa que
el solapament de les bandes al llarg de diferents direccions no sigui gaire gran,
en aquesta situacié el material només pot ser un conductor, ja que els electrons
propers a la superficie de Fermi en la banda ocupada tindran estats lliures
accessibles als quals moure’s quan s’apliqui un camp electric al material.

(i) (0,25 punts) Atoms divalents.

Solucio: En aquest cas hi ha dos electrons per atom i, com que la base és
monoatomica, hi ha dos electrons per cel-la primitiva. Aixi, seguint amb el
raonament anterior, els 2/V estats electronics estaran ocupats. L’ocupacio, pero,
dependra de la forma precisa de les bandes. Aixi, ens podem trobar dos casos
possibles:
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e Que no hi hagi solapament de bandes i, per tant, I'dltima banda ocupada
ho estigui totalment i la primera banda buida també ho estigui totalment.
Aleshores, es tractara d’un aillant, ja que els electrons situats prop del
maxim de la banda ocupada no disposaran d’estats lliures accessibles dins la
mateixa banda als quals moure’s quan s’apliqui un camp electric al material.

e Que hi hagi solapament de bandes, de manera que hi hagi ompliment parcial
de les dues ultimes bandes ocupades. Aleshores, es tractara d’un metall per
solapament i els electrons situats prop de les branques de la superficie de
Fermi que es trobin en les dues bandes parcialment ocupades disposaran
d’estats lliures accessibles als quals moure’s quan s’apliqui un camp electric
al material, de manera que conduira el corrent electric.




Fisica de I'Estat Solid: Prova de Sintesi - Solucions Problema B2 29 de gener de 2024

(2,5 punts) Un solid bidimensional de base monoatomica esta format per atoms de valencia
2 situats en els nusos d'una xarxa de Bravais quadrada, de parametre de xarxa a.

(a) En el model de xarxa buida:

(i) (0,3 punts) Calcula el vector d’'ona de Fermi, kp, i compara’l amb les dimensions
caracteristiques de la primera zona de Brillouin: kx = 74 (centre d'un costat) i

fat = T(3 + §) (vertex).

Solucié: Per trobar kr hem de considerar que en dues dimensions tots els
electrons, N, es troben tancats en un cercle de radi kr, hem de tenir en compte
la degeneracié de l'espin, 2, i la densitat d’estats en l'espai de vectors d’ona,

S/(2m)?:

g N /2
N =2(rk2)— — kp = (27—
(o) g e = (75
Com que cada cel-la primitiva de superficie S = a? té un atom i aquest aporta
dos electrons, tenim

Per tant,

A\ M2 2
kF:<1) %kF:ﬁgzm?)Z

—

a a a

podem dir que
l{?X < k?F < k?M7

és a dir, el cercle de Fermi sobresurt lleugerament pels centres dels costats de
la primera zona de Brillouin (punt X) i no arriba de bon tros als vertexs (punt
M), de manera que la primera i la segona zona de Brillouin estan parcialment
ocupades.

(ii) (0,1 punts) Troba l’energia de Fermi, Ep.

Solucié: L’energia de Fermi sera el valor de I'energia d’electrons lliures, £ =

%, calculat en k = kp, on kr ’hem trobat a ’apartat anterior:
nk? 2mh?
EF = £ — EF =
2m ma?
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(iii) (0,4 punts) Dona 'expressi6 general de les bandes d’energia en els punts X i M.

Solucio: En aquesta aproximacio ’expressié general de les bandes d’energia és

0) n o
_ AP
B = [F-GP,

on G = hby + by = 2 (hi + ).
Per donar les expressions ens els punts X i M, només cal que emprem els vectors
d’ona que descriuen les posicions d’aquests punts:

e Punt X: lZX =21

- - 2 1
o3

a

R f2r\? | /1 2
E,ﬁ‘l))(X):%(?) [<§—h> + 12

Si definim Ey = % (2”)2, podem escriure 1'expressié general de les bandes

1 S
<§—h) +1

en X com

EN(X) = Ey

~

e Punt M: ky = 2 +7)

(iv) (0,3 punts) Justifica la degeneracié de la primera banda d’energia en cadascun

d’aquests punts.

Solucié: La primera banda d’energia correspon sempre als indexs (00), corre-

sponents al vector éoo = 0.
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e Punt X:

Eq

0
Ego (X) = Ey ;i

1 2
~—0) +0
)

El mateix valor de 'energia s’obté per als indexs (10), corresponents al

vector élo =b = 3.
1 2
——1 0
(51)

a
Per tant, la degeneracio de ’energia en aquest punt és 2.

()

El mateix valor de l'energia s’obté per als indexs (10), corresponents al
vector Gig = by = %’Ta?, els indexs (01), corresponents al vector Go; = by =

Eq

4

e Punt M:
Ey

0
Egy (M) = Ey 5

224, 1 els indexs (11), corresponents al vector Gii = by + by = (&4 9):

/1 21 21 E
ESM) = E, (5—1> +(§—0) :70

2 2
/1 2N 21 E

Per tant, la degeneracié de ’energia en aquest punt és 4.

(b) En el model d’electrons feblement lligats i considerant que el desenvolupament en serie
d’ones planes del potencial és tal que Uz = U (U < Ep) per als vectors no nuls més
curts de la xarxa reciproca i Uz = 0 per a la resta:

(i) (1,0 punts) Determina si el potencial trenca la degeneracié en els punts X i M i
troba els nous valors de I’energia en aquests punts.

Solucié:

e Punt X:
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Com hem vist, la degeneracié en el punt X és 2, de manera que s’ha de
resoldre ’equacio central,

on E>((0 ) = Ey/4, i1 j sén els estats que donen origen a la degeneracié i
C; = OEX—6j7 amb els vectors Gy i G19 que hem donat abans.
En aquest cas, aquests estats corresponen respectivament als vectors de la
xarxa reciproca amb indexs (00) i (10). Calculem les diferéncies d’aquests
vectors, G; — G, com a diferencies dels seus indexs de Miller:

(00) | (10)
(00) || (00) | (10)
(10) | (00)

(Els indexs dels vectors ij es troben a la fila superior i els indexs dels
vectors G; es troben a la columna de l'esquerra.)

D’acord amb l'enunciat, només els indexs (10) i (10) que apareixen a la
taula anterior tenen coeficient del potencial no nul, U. Aixi, si definim
x = [E>(<0 ) E]/U, el sistema d’equacions queda de la manera segiient:

r 1 Co() . 0

1 =z C 10 o 0
Perque aquest sistema tingui solucio no trivial, imposem que el determinant
s’anul-li:

- _ _ (0
z 1 0?10 1= 1 N E E)(%)—I—U
1 =z T9 =1 EQZEX -U

Per tant, el potencial trenca totalment la degeneracié en el punt X.

e Punt M:

Com hem vist, la degeneracié en el punt M és 4, de manera que s’ha de
resoldre ’equacié central,

[EXY — EJCi+ Y Vg _6.Ci=0,

on E(O) = FEy/2, i1 j sén els estats que_ donen origen a la degeneracio i
C; = C’ Gy amb els vectors Gog, G1o, Gm i GH que hem donat abans.
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En aquest cas, aquests estats corresponen respectivament als vectors de la
xarxa reciproca amb indexs (00), (10), (01)i(11). Calculem les diferéncies
d’aquests vectors, G; — G, com a diferéncies dels seus indexs de Miller:

)
)
)
)
)

O | DO = =] =

(1
(1
(0
(1
0

(Els indexs dels vectors ij es troben a la fila superior i els indexs dels
vectors G; es troben a la columna de I'esquerra.)
D’acord amb lenunciat, només els indexs (10), (10), (01) i (01) que

apareixen a la taula anterior tenen coeficient del potencial no nul, U. Aixi,
si definim x = [E&)) — E]/U, el sistema d’equacions queda aixi:

x 1 1 0 C()o 0
1 = 0 1 010 o 0
1 0 =z 1 001 - 0
011 =z Chy 0

Perque aquest sistema tingui solucié no trivial, cal que el determinant

s’anul-li:
z 1 1 0
1 0 1
1 0 = 1 =0
011 «
1 110 1 1 1 0
1 = 0 1 0O z—1 -1 1
@+l g o 1 [TEFD g o aoq 1|7
1 1 1 =« 0 0 0 x
r—1 -1 9 9
=z(r +2) 1 a1 =z(x+2)(x"—2z) =2 (x+2)(x —2) =0
12 =0 Eip= EIE/([])
= my=-2 3y =< By=EY 12U
Ty =2 E,=EY —ou

Com veiem, el potencial trenca parcialment la degeneracié en el punt M,
ja que un dels valors té encara degeneracié 2.
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Els diferents passos seguits en la resolucié del determinant soén els segiients
(C vol dir “columna”, F vol dir “fila”):

— Pas 1: C1 =C1 4 C2 4+ C3 + C41ies treu (z + 2) factor comu de C1
— Pas 2: Fi =Fi — F1 (i =2,3,4)

— Pas 3: es desenvolupa el determinant 4x4 per la columna C1 i el
determinant 3x3 subsegiient per la fila F3

— Pas 4: es calcula el determinant 2x2 i es resol I'equacié resultant

Alternativament, el determinant es pot resoldre tenint en compte la simetria
que presenta:

B A

=(12) re-(ot)

‘A B’:O’

on

En aquest cas,

‘ o ‘—det(A2—B2) — det(A + B)det(A— B) = 0
Calculem
det(A+ B) = zi_l xil‘:(:t+1)2—1:a:2+2:c:x(:c+2)
det(A — B) = le xil‘:(x—1)2—1:x2—2m:x(m—2)

det(A + B)det(A — B) = 2*(x + 2)(x — 2) = 0

Resolent aquesta equacié obtenim els mateixos valors que hem assolit seguint
el primer metode:

T12 = 0 El,? = E&))
w3=—2 p =< Ey=FEY 42U
T4 =2 E,=EY —2U

(ii) (0,4 punts) Raona si el solid és un conductor o un aillant.

Solucio: En el tercer apartat hem vist que, en el model de xarxa buida, es
verifica E)(?) = Ey/4i EY = Ey/2 = 2E>((0 . D’aquesta manera, el minim de la
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segona banda en el punt X es troba a un valor d’energia que és la meitat del
maxim de la primera banda en el punt M i, per tant, el material és un metall
per solapament.

Aquesta relacié no es veu gaire alterada per l'efecte del potencial, ja que
U < Er, de manera que, quan aquest trenca la degeneracio en els punts X
i M i apareixen els nous valors de l’energia, podem continuar suposant que
el nou minim de la segona banda en el punt X, Exmmos = Eo/4 + U, és
aproximadament la meitat del nou maxim de la primera banda en el punt M,
Enrmaxis = Eo/2 — 2U i, en conseqiiencia, el material continua sent un metall
per solapament.

D’altra banda, anteriorment hem trobat que ’energia de Fermi és

o2rh?
Ep ="

ma?
Si emprem la definicié d’Ey donada abans, veiem que podem escriure

E, _E
Br=—"r 3 = B <Ep <Ej
™

D’aquesta manera, l'energia de Fermi es troba entre el minim de la segona
banda en el punt X i el maxim de la primera banda en el punt M, cosa que fa
que la segona banda en el punt X comenci a omplir-se abans que la primera
banda en el punt M estigui plena del tot. (Aixo ja ho hem vist al primer apartat,
quan veiem com quedava el vector d’ona de Fermi respecte els punts X i M.)
Hi ha, per tant, estats ocupats i estats lliures a les dues bandes i aixo fa que,
si s’aplica un camp electric, els electrons es puguin moure i, en conseqiiencia,
el material sigui un conductor.




